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基于多孔介质土体分形特征的渗透系数研究

王    宇1，谷艳昌2, 3，王士军2, 3，段祥宝2

(1. 江苏开放大学 建筑工程学院, 江苏 南京 210036； 2. 南京水利科学研究院, 江苏 南京 210029； 3. 水利部大坝

安全管理中心, 江苏 南京 210029)

摘要:  堤坝工程渗流计算中确定土体渗透系数尤为重要。利用分形维数不同尺度域，分析渗透破坏试验土样

无标度区，指出土体细颗粒含量是决定土体分形维数的主要因素。基于多孔介质毛管束模型，推导了渗透系数

和孔隙率与分形维数之间分形关系解析式，阐释了多孔介质土体渗透系数影响因子包括分形系数、孔径大小、

分形维数及流体黏滞系数。利用土体渗透破坏试验结果，进一步论证了渗透系数和孔隙率与分形维数之间的非

线性关系。结果表明：当分形维数大于 2.83 时，孔隙率随着分形维数的增大而减小，但在颗粒吸着水和薄膜水

形成的黏聚力影响下，渗透系数随着分形维数增大而减小的规律不明显。研究结果可为渗透破坏形成机制及发

展过程分析提供理论依据，减少堤坝渗透破坏致灾隐患。
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多孔介质土体由散体颗粒、胶结物质和不同阶次、不规则分布的孔隙及薄弱夹层构成，其颗粒与孔隙

从原子尺度到晶粒尺寸范围均表现分形特征[1-4]。分形维数可以描述并量化具有分形特征的多孔介质土体

的自相似性、复杂性及不规则性[5-8]。具体而言，质量分形维数综合反映了细颗粒含量及内在均匀程度，描述

了土体颗粒分布特征；孔隙分形维数集中体现了孔隙通道大小及发育程度，反映了土体孔隙分布特征。多

孔介质土体渗透破坏过程中，可动细颗粒从孔隙通道中不断流失，土体渗透系数、孔隙率、不均匀系数等物

理力学参数发生变化，分形维数随之改变。研究多孔介质土体渗流分形特征，控制并预测渗透破坏形成及

发展，对堤坝工程长效安全运行具有重要意义。

20 世纪 80 年代，分形理论广泛应用于岩土工程，揭示了多孔介质土体分形特征，即土骨架和孔隙是分

形的。流体在土骨架和孔隙形成的分形空间渗流时，也应当具有分形特征及其他一些特殊性质，各种分形

模型在模拟多孔介质渗流问题上取得了较大成功[9-13]。近年来，国内外学者重点关注土体水力参数求取分

形方法和渗流过程中分形维数变化规律，得出了一些有益的结论。徐永福等[14] 建立了非饱和土孔隙分布的

分形模型，推导了非饱和土的土-水特征曲线、渗透系数及扩散系数的表达式，提供了一种可供工程实际采

用的非饱和土力学参数的简单方法。Tao 等[15] 利用土-水特征曲线分形模型给出了非饱和土的土-水特征曲

线预测方法，揭示了不同初始孔隙比条件下分形维数近似不变的规律。段祥宝等[16] 开展了天然土体及室内

配制土样渗透变形试验，初步探索了土体孔隙率、不均匀系数、中值粒径、干密度与分形维数之间关系，指

出土体质量分形维数可以鉴别渗透破坏形式。陶高梁等[17] 开展了不同颗粒级配的砂土渗透破坏试验，分析
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了临界水力梯度与分形维数之间的关系，认为分形维数越大，临界水力梯度越小，解释了分形维数与渗透破

坏的影响机制。

目前利用分形理论研究渗流集中在非饱和土持水能力（土水特征曲线），较少涉及多孔介质土体渗透能

力，渗透系数及其影响因素研究尚显不足，渗透系数与分形维数之间非线性关系需要深入研究。本文基于

多孔介质土体分形特征，推导渗透系数和孔隙率与分形维数之间分形关系解析式，探明多孔介质土体渗透

系数影响因素，采用渗透破坏试验数据进一步论证渗透系数和孔隙率与分形维数之间关系，从而揭示多孔

介质土体渗透破坏非线性特征，为土体渗透破坏形成机制及发展过程提供理论依据。 

1     多孔介质土体分形特征

d

岩土体的变形、断裂、孔隙、密度等物理力学性质均应具有分形特征，这一思想已被大量试验结果所证

实[18-21]。对于多孔介质土体而言，粒度分布是地质勘察的基本试验项，也是岩土力学性能评估的重要指标之

一。Turcotte[22] 提出粒子数目分布与尺寸之间具有分形关系，之后 Tyler 等[23] 提出颗粒体积分布与尺寸也

存在分形关系。鉴于土体颗粒数目和体积在实际工程测量中较为困难，在假设不同粒径土体颗粒具有相同

密度前提下，可推导土体质量分布函数的分形表达式[7]。工程地质勘察中，土体颗粒级配曲线是以小于某一

粒径 的土体质量百分含量 M 的分布特征来表示的，根据土体颗粒质量分布分形规律[16]，有：

M ∝ d3−D (1)

式（1）两边取对数，有：

ln M = (3−D) lnd+C (2)

d

式中：直线斜率 K=3−D，则质量分形维数 D=3−K。式（2）表明土体颗粒级配曲线在双对数坐标轴系统中，小

于某一粒径 的土体质量百分含量 M 具有线性分布规律。实际工程中可利用地勘资料，绘制土体颗粒级配

曲线，在双对数坐标轴下绘出质量百分含量与粒径

之间线性相关曲线，即土体粒度分布曲线，通过曲线

斜率推算土体质量分形维数。土体质量分形维数定

量表征土体颗粒质量累积特性，可以反映整个土层

的物理力学性质。以某砂砾石为例，粒度分布曲线

如图 1 所示，R2=0.99 表明线性关系较好，直线斜率

K=0.315 6，土体质量分形维数 D=3−0.315 6=2.684 4。
值得注意的是，由于多孔介质土体具有统计自

x ∈ [x1, x2] x1 x2相似特点，土体颗粒仅在一定的粒径范围内具备分形特征，即当 ， 和 为自相似性范围的上下限，

式（2）分形规律成立。 

2     不同试验土样统计分析

 

2.1　试验材料与方法

质量分形维数可以量化具有统计自相似特征的多孔介质土体颗粒分形结构，但由于拓扑结构存在空间

差异性，统计自相似的多孔介质土体分形结构适用于一定的粒径范围。具有自相似性的粒径范围称为无标

度区[12]，无标度区的确定是准确计算土体质量分形维数的前提。基于文献 [24] 中的 37 组渗透破坏试验成

果，选取具有代表性的 10 种试验土样（见表 1），进一步研究不同类型土体无标度区和质量分形维数。

试验土样来源于钱塘江中游金华段两岸，包括 31 组天然土样，6 组人工配制土样。天然土样采用环刀
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图 1    某砂砾石粒度分布曲线

Fig. 1    Sandy gravel size distribution curve
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法，将环刀刃口向下垂直压入原状土中，直至环刀筒充满土体，用削土刀切开环刀周围土壤，取出已装满土

的环刀，削去并擦净环刀外面的土，尽量减少土体扰动；人工土样采用不同孔径振动筛配制。 

2.2　无标度区的确定

分形几何基本理论中分形维数有容积维数、相似维数、关联维数、信息维数等类型，土体质量分形维数

本质上属于容积维数。因此，确定多孔介质土体分形结构无标度区与计算容积维数的方法一致。计算容积

维数方法有人工判定法、拟合误差法、强化系数法、相关系数检验法等。人工判定法优点在于计算简便、应

用广泛，判定无标度区间精度较高，可避免无标度区出现较大“漂移”现象。

N(r) = cr−D r N(r) r c

r ln N(r) = lnc-D lnr

ln N(r)- lnr ln N(r)- lnr

容积维数定义为 ，其中 为分形结构量度的单位半径； 为 量度分形结构所得的数量； 为

分形结构不随 而改变的常数 [1]。对容积维数定义式两边取对数，有 。因此，通过

关系曲线可判别土体结构无标度区间。根据土体 关系曲线直线段范围可以确定多孔介

质土体无标度区，不同试验土样无标度区范围如

图 2 所示。图 2 中散点变化趋势出现 2 个拐点，拐

点之间中部散点拟合后近似为一条直线，这一直线

段所对应的量测尺度范围为无标度区间，即土体颗

粒自相似性的尺度区域，其线性相关越好则土体分

形结构的无标度区越准确。试验土样统计分析结果

表明，不同类别试验土体无标度区差别很大，土体粒

径越大，具有统计自相似性的无标度区范围越大，此

时无标度区内细颗粒含量决定了土体大部分性质。

圆砾无标度区粒径范围 0.250~20.000 mm，中粗砂无

标度区粒径范围 0.250~10.000 mm，粉细砂无标度区

粒径范围 0.075~0.500 mm，黏土无标度区粒径范围 0.002~0.005 mm。 

2.3　质量分形维数的计算

土体质量分形维数表征颗粒大小、数量及分布的均匀程度。以试验土样圆砾为例（土样编号为 2，见
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图 2    不同试验土样无标度区范围

Fig. 2    Scale-invariant space of different experimental soils
 

 
表 1    不同试验土样颗粒级配

Tab. 1    Particle size distribution of different experimental soils

土样
不同粒径区间质量百分比/%

>20 mm 20~10 mm 10~5 mm 5~2 mm 2~1 mm 1~0.5 mm 0.5~0.25 mm 0.25~0.10 mm 0.10~0.075 mm 0.075~0.025 mm <0.025 mm

1 5.37 19.98 26.38 16.68 8.96 8.61 8.22 4.80 0.70 0.21 0.09

2 8.32 17.92 29.97 15.85 9.12 8.55 8.34 1.80 0.08 0.04 0.01

3 7.32 20.32 30.73 14.97 11.45 10.23 3.23 1.47 0.20 0.06 0.02

4 6.85 19.42 26.56 18.54 13.22 9.43 4.18 1.70 0.07 0.02 0.01

5 2.58 10.80 15.42 15.94 17.32 20.30 12.64 4.70 0.20 0.08 0.02

6 1.16 5.30 9.70 9.93 11.22 19.37 18.32 14.55 8.45 1.98 0.02

7 / / / 0.30 1.80 6.80 22.12 35.30 20.38 8.21 5.09

8 / / / / 0.10 2.34 11.23 32.21 33.28 15.20 5.64

9 / / / / / / / / 0.87 2.11 97.02

10 / / / / / / / / 4.91 10.67 84.42

　　注：编号1~4为圆砾，5~8为砂，9~10为黏土。
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表 2），计算土体质量分形维数，粒度分布曲线如图 3 所示。由于土体颗粒具有非均质性、非连续性和不规

则性，利用单一分形维数描述土体分形结构不够全面。若不分段统计，相关系数为 0.67，质量分形维数

D=3−0.865 2=2.134 8，可靠性较差；若分两段统计，各段拟合度较好，相关系数大于 0.90，表明土体有两个质

量分形维数，若对粒径小于 0.10 mm 进行统计，则质量分形维数 D1=3−3.186 6<0，表明土体均匀程度很高，

此时已不具备分形规律；若对粒径大于 0.10 mm 的土体进行统计，则质量分形维数 D2=3−0.265 4=2.734 6，
相关系数为 0.94，可靠性较高。该圆砾大于 0.10 mm 的颗粒含量约 96%，对土体结构稳定性起主控作用，质

量分形维数 D=D2=2.734 6 是合理的，此时质量分形维数可以表征土体大部分物理力学性质。此外，单一分

形维数拟合精度低，无标度区范围偏大，质量分形维数偏小，平均偏离幅度 12.12%；多段分形维数拟合曲线

的相关系数在 0.88~0.99，利用多段分形维数确定土体无标度区和计算质量分形维数更为精确，更符合工程

实际。

无标度区内土体细颗粒含量是决定土体质量分

形维数的主要因素。当质量分形维数 D=0 时，表明

土体由粒径相等的颗粒组成；按粒径分布确定的土

体质量分形维数与其拓扑维数无直接关系，土体颗

粒粒径愈小，无标度区细粒含量愈高，则质量分形维

数就愈大，表明土体颗粒组成愈不均匀。需要说明

的是，理论上确定型分形模型质量分形维数 D∈（2，
3），在实际应用中，对于相对均匀的砂性土、黏性土

等细粒料，具有统计意义的分形模型质量分形维数 D∈（1，2）也是有意义的。简言之，多孔介质土体质量分

形维数表征颗粒质量累积特性，体现了土体颗粒级配、密实度、渗透性等物理力学性质，这对研究多孔介质

土体渗透系数具有重要意义。 

3     渗透系数与孔隙率分形公式理论推导

质量分形维数可以描述土体颗粒分布及质量累计的分形特征，但不能完全反映土体的渗透性能。多孔

介质土体发生渗透破坏时（如管涌），土体可动细颗粒从孔隙通道不断流失，质量分形维数发生变化，在渗流
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图 3    某圆砾的粒度分布曲线

Fig. 3    Round gravel size distribution curve
 

 
表 2    不同试验土样质量分形维数与无标度区统计结果

Tab. 2    Statistical results of mass fractal dimension and scale-invariant space of different experimental soils

土样编号 土样类别
无标度区/mm 无标度区土体

颗粒含量/%
分形维数 相关系数

下限 上限

1 圆砾 0.250 20.000 88.83 2.652 6 0.954 3

2 圆砾 0.250 20.000 89.75 2.734 6 0.881 2

3 圆砾 0.500 20.000 87.70 2.613 0 0.993 7

4 圆砾 0.500 20.000 87.17 2.567 8 0.984 1

5 粗砂 0.500 10.000 68.98 2.870 9 0.996 1

6 中砂 0.250 10.000 68.54 2.839 5 0.936 9

7 细砂 0.100 0.500 57.42 2.898 2 0.789 6

8 粉砂 0.075 0.250 65.49 2.999 0 0.906 6

9 黏土 0.002 0.005 97.02 2.995 1 0.903 9

10 黏土 0.002 0.005 84.42 2.966 0 0.882 1
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侵蚀作用下，孔隙通道逐渐扩展，渗透性能也随之改

变。因此，探究多孔介质土体渗透性能与质量分形

维数之间分形关系尤为必要。渗透系数是反映土体

渗透性能的重要指标，由于土体结构不规则性和复

杂性，目前尚不能用统一的数学解析公式来表达渗

透系数，工程上通常采用一些经验数值或经验公式，

或根据室内土工试验、现场原位试验和数值试验反

演来确定土体渗透系数。考虑到土体颗粒与孔隙从

原子尺度到晶粒尺寸范围内均表现出分形特征，从

测度与尺度幂律关系出发，分析多孔介质土体微观

孔隙结构，推导渗透系数和孔隙率与分形维数之间

解析关系，进一步探究多孔介质土体渗流分形特性。

R N(R) R

假设多孔介质土体由一系列不等径平行毛管束

构成，断面及空间分布见图 4。单位截面上半径大于

的毛细管总数 与 呈幂律关系[12]，即：

N(R) = aR−D (3)

a R D式中： 为分形系数； 为孔径； 为分形维数。

式（3）两边求导，孔径 R~R+dR 之间毛管数为：

−dN(R) = aDR−D−1dR (4)

q(R)根据圆管中层流运动的普瓦索伊（Poiseuille）公式[25]，单个孔隙通道流量 为：

q(R) =
γR2

8µ
h1−h2

L
A (5)

γ µ h1−h2 L A式中： 为水的重度； 为黏滞系数； 为水头损失； 为渗径长度； 为截面面积。

Q q(R) Rmin Rmax

Q

通过某界面的总流量 可以看成该界面内每个孔隙通道的流量 在最小孔径 和最大孔径 之

间进行积分，总流量 为：

Q = −
w Rmax

Rmin

q(R)dN(R) (6)

将式（4）、式（5）代入式（6），整理得：

Q =
aπ D

8(4−D)
γ

µ
AJ(R4−D

max −R4−D
min ) (7)

根据达西定律，有：

k =
v
J
=

Q
AJ

(8)

k v J式中： 为渗透系数； 为渗流速度； 为水力梯度。

将式（7） 代入式（8），整理得：

k =
aπ D

8(4−D)
γ

µ
R4−D

max

1− ( Rmin

Rmax

)4−D (9)

根据孔隙率定义，有：

 

(a) 断面分布

(b) 空间分布 
图 4    多孔介质毛管束模型

Fig. 4    Pipe bundle model of porous medium
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n =
Vp

V
=

w Rmax

Rmin

π R2LdN(R)

AL
(10)

n Vp V式中： 为孔隙率； 为毛管束孔隙体积； 为总体积。

将式（4）代入式（10），整理得：

n =
aπ D
2−D

R2−D
max

1− (
Rmin

Rmax

)2−D (11)

Rmin/Rmax→ 0

由式（9）和式（11）可知，多孔介质土体渗透系数和孔隙率是分形系数、分形维数及孔隙尺寸的函数。若

多孔介质土体分形维数、分形系数和孔隙尺寸不同，则渗透系数和孔隙率也会不同。严格意义上，渗透系数

与孔隙率之间很难找到一种解析关系，鉴于多孔介质土体多孔隙性和孔隙分布不规则性，其最大孔径远大

于最小孔径，即： ，式（9）和式（11）可简化为：

k =
aπ D

8(4−D)
γ

µ
R4−D

max (12)

n =
aπ D
2−D

R2−D
max (13)

进一步地，多孔介质土体渗透系数和孔隙率与分形维数之间解析关系表达式为：

k =Cnb (14)

C b C =
aπD

8(4−D)
γ

µ

/(
aπD
2−D

) 4−D
2−D

b =
4−D
2−D

式中： 、 为常数， , 。

由式（14）可知，渗透系数由分形系数、孔径大小、分形维数、流体黏滞系数共同决定；多孔介质土体渗

透系数和孔隙率与分形维数之间解析关系为幂律函数，属于典型的非线性关系。 

4     渗透系数与孔隙率分形关系试验验证

分析天然土样和人工土样渗透破坏试验数据[24]，进一步论证渗透系数、孔隙率与分形维数之间非线性

关系。试验相关过程如下：①具体操作参照《土工试验方法标准》（GB/T 50123—2019），试验采取连续加压、

逐级饱和的加水方式；②试验一律在室温下进行，土体几何尺寸严格按照土工试验方法标准执行，试验土体

全部进行烘干处理，在充分饱和情况下开展试验；③试验过程中测量沿程测压管渗压水位及溢流量，观察溢

水浑浊程度及土料表面变化情况，当出现水力坡降急剧下降或渗透系数和溢流量突增 10 倍以上时，试验

结束。

试验结果表明：土体分形维数和孔隙率理论值与试验值变化趋势较为吻合，孔隙率随着分形维数的增

大而减小（图 5）。孔隙率试验值在理论值拟合光滑曲线附近呈现区域性振荡，最大相对误差为 18%，可能与

公式推导假定和试验系统误差有关。土体分形维数和渗透系数理论值与试验值变化趋势基本一致（图 6）。
渗透系数试验值比理论值偏大，最大相对误差为 15%，可能与试验装置和试验条件有关。试验结果论证了

多孔介质土体孔隙率和渗透系数与分形维数成反比关系。当分形维数 D>2.83 时，孔隙率随着分形维数增

大而减小的规律更为显著，而渗透系数随着分形维数增大而减小的规律不明显。究其原因，分形维数表征

单位体积下颗粒逐级积累特性，填充在土骨架与孔隙之间可动细颗粒数量越多，土体孔隙率越小。假设一

种理想情况，细颗粒不断填充土体骨架孔隙，土体结构形态随之发生变化，由松散的砂砾石逐渐过渡到中等

密实的粉细砂，最后形成密实的黏土。当过渡到黏土阶段时，在颗粒之间吸着水和薄膜水形成的黏聚力作

用下，孔隙率进一步减小，由于水气和气泡的存在，真正流过孔隙的水量减少，鉴于渗透系数表征流体通过

骨架孔隙的难度程度，因而渗透系数减少相对缓慢。
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多孔介质土体渗透系数、孔隙率与分形维数之间解析关系可以为实际工程渗透系数的选取提供参考依

据。先根据地勘资料提供的颗粒组成，绘制土体颗粒级配曲线，在双对数坐标轴下绘出质量百分含量与粒

径之间线性相关曲线，确定土体无标度区，计算土体分形维数；再根据式（14）和地勘资料里提供的孔隙率数

值，求出土体渗透系数。与传统现场试验或室内试验测定渗透系数方法相比，采用分形方法求取渗透系数

避免了取样扰动和测量误差，计算简便。鉴于多孔介质土体分形维数综合反映了颗粒累积特性和孔隙大小

及分布特征，可以深入研究土体分形维数在渗透破坏过程中的演变规律，为岩土工程渗透破坏非线性力学

行为提供新的认知。 

5     结　语

（1）无标度区是准确计算多孔介质土体质量分形维数的前提，采用多段分形维数量化土体无标度区更

符合工程实际。圆砾无标度区粒径范围为 0.25~20.00 mm；中粗砂无标度区粒径范围为 0.25~10.00 mm；粉

细砂无标度区粒径范围为 0.075~0.500 mm；黏土无标度区粒径范围为 0.002~0.005 mm。

（2）无标度区内土体细颗粒含量是决定土体质量分形维数的主要因素。土体颗粒粒径愈小，无标度区

颗粒比重愈大，细粒含量愈高，则土体质量分形维数愈大，表明土体颗粒组成愈不均匀。

（3）渗透系数与孔隙率之间幂律函数解析公式适用于层流状态下具有分形结构的多孔介质土体无标度

区。渗透系数影响因子包括分形系数、孔径大小、分形维数及流体黏滞系数，其中分形维数是主要因素。

（4）土体孔隙率、渗透系数与分形维数成反比关系。分形维数越大，表明细颗粒填充在土体骨架孔隙数

量越多，相应孔隙率越小。当分形维数大于 2.83 时，孔隙率随着分形维数增大而减小的规律显著，在颗粒之

间吸着水和薄膜水形成的黏聚力影响下，渗透系数随着分形维数增大而减小的规律较不明显。

本文针对渗透系数、孔隙率与分形维数之间非线性关系进行了理论分析和试验验证，其适用范围及推

广应用仍需进一步深入研究。
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Permeability coefficient investigation based on fractal
characteristics of porous media soil

WANG Yu1, GU Yanchang2, 3, WANG Shijun2, 3, DUAN Xiangbao2

(1. College of Civil Engineering, Jiangsu Open University, Nanjing 210036, China; 2. Nanjing Hydraulic Research Institute, Nanjing
210029, China; 3. Dam Safety Management Center of the Ministry of Water Resources, Nanjing 210029, China)

Abstract: Permeability coefficient of soil is extremely important to dike and dam engineering. Scale-invariant space of
seepage  failure  testing  soils  were  statistically  analyzed  by  multifractal  dimensions,  which  shows  that  fine  particle
content is the major factor of mass fractal dimension. Based on a pipe bundle model of porous medium, the theoretical
relationship  between  permeability  coefficient  and  porosity  was  deduced,  indicating  that  the  influence  factors  of
permeability coefficient include fractal coefficient,  particle size,  fractal dimension and fluid viscosity coefficient.  The
nonlinear relationship of permeability coefficient, porosity and fractal dimension was verified for further studies based
on  seepage  failure  experimental  results.  The  results  show that  when  the  fractal  dimension  value  is  greater  than  2.83,
porosity  decreases  obviously  with  the  increase  of  the  fractal  dimension,  while  permeability  coefficient  decreases
insignificantly under the cohesive force of hydroscopic water and film water. The results provide a theoretical base for
seepage formation mechanism and evolution process, which can decrease the seepage disaster risk of dams.

Key words: porous media; seepage failure; permeability coefficient; scale-invariant space; fractal dimensions
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